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C O N I C A S


El primer matemático que inició el estudio de las cónicas fue Apolonio de Perga (262 – 190 a.C), que enseñó matemáticas en las universidades de Alejandría y Pérgamo. Su estudio lo plamó en su tratado “Cónicas”, que constaba de ocho ibros. Cuatro de ellos se conservan originales, otros tres gracias a la traducción al árabe llevcada a cabo por Thabit ibn Qurra, habiendo desaparecido el octavo. En 1710, Edmund Halley, el astrónomo, publicó una traducción de los siete libros conocidos en latín.


La importancia de las cónicas radica en su aplicación al estudio del movimiento de los planetas, debido a  que estos siguien órbitas elípticas, en uno de cuyos focos se encuentra el Sol, característica utilizada por Kepler en su estudio sobre los planetas y por Newton en Ley de Gravitación Universal.


Otra aplicación de las cónicas es al estudio de los movimientos de  los proyectiles, tiro horizontal y parabólico.


Asímismo se  utilizan las propiedades de las cónicas para la construcción de antenas y radares, sabiendo que cualquier onda que incide sobre una superficie parabólica, se refleja pasando por el foco.

Se llaman secciones cónicas a las secciones producidas en una superficie cónica de revolución por un plano que no pase por el vértice.


(Si el plano corta todas las generatrices, la sección producida se llama elipse. 

(Si además, el plano es perpendicular al eje del cono, la sección obtenida es una circunferencia. 

(Si el plano es paralelo a una sola generatriz, la curva obtenida ya no es cerrada, está en una de las hojas del cono, consta de una sola rama y se llama parábola. 

(Si el plano es paralelo a dos generatrices, entonces corta a las dos hojas del cono en una curva abierta formada por dos ramas separadas, llamada hipérbola.


Desde este punto de vista, pueden establecerse los elementos notables tales como: centro, ejes, focos, directrices,.... y estudiar las propiedades métricas. Sin embargo se va a partir en este libro de definiciones basadas en propiedades métricas, y a partir de ahí se hallarán sus ecuaciones en un sistema cartesiano.

(Recuerda que:

Distancia entre dos puntos A(a1,a2) y B(b1,b2) viene dada por:
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( Resuelve tu mismo

1.- Halla la distancia entre los puntos A(2, -1) y B(-1, 3).

R. 5.

2.- Halla la distancia entre los puntos  A(3, -2) y B(0,1).

R. 
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( Resuelve tu mismo 

3.- Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto (0, 0) y radio 3.

R. x2+y2 = 9.
4.- Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto (3, -2) y radio 
[image: image6.wmf]2

.

R. x2+y2-6x+4y+11 = 0
LA CIRCUNFERENCIA:

Ecuación de la Circunferencia

Definición: Es el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que su distancia a un punto fijo, llamado centro, es constante. A esta distancia se le denomina radio de la circunferencia. 


Sea C (a, b) el centro de la circunferencia, r el radio y P(x,y) un punto de la misma.
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, elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuación obtenemos: 

( 
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que es la ecuación de la circunferencia, conocidos su centro y radio.

Desarrollando la ecuación reducida: x2 – 2ax + a2 + y2 – 2by + b2 = r2, y pasando al primer término , obtenemos: 

x2 + y2 – 2 ax – 2by + a2 + b2 – r2 = 0.

Si llamamos A = - 2 a ;  B = - 2 b     y  C = a2 + b2 – r2, la ecuación de la circunferencia, en su forma general sería: 

( 
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Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene su centro en el punto (2, -1) y radio 3.


(Escribimos la ecuación (x – 2)2 + (y + 1) 2 = 9


(Desarrollando: x2 + y2 – 4x + 2y – 4 = 0

¿Es una circunferencia?

Para saber si una ecuación de la forma x2 + y2 +Ax + By + C = 0 corresponde a una circunferencia, calcularmos el valor del radio que sería: r2 = a2 + b2 – C, y siendo a = -A/2   y    b = -B/2, tendríamos: 
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y operando y sacando fáctor común obtendríamos 
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Si evaluamos el signo de A2 + B2 – 4C, 

podemos saber si la ecuación antes dada se corresponde o no con una circunferencia:
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(Recuerda que:

El centro y radio de la circunferencia  x2+y2+Ax+By+C=0:

C(-A/2,-B/2)
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( Resuelve tu mismo

5.- Halla el centro y el radio de la circunferencia  x2+y2-8x+4y-13 = 0.

R. C(0, -2). r = 
[image: image14.wmf]17


6.- Halla el centro y el radio de la circunferencia 2x2+2y2-8x-4y-8 = 0.

R. C(2, 1). r = 1.
7.- Indica cuales de las siguientes ecuaciones  se corresponden con una circunferencia:

a) x2+y2-13 = 0.

b) x2+y2+x+y+5 = 0

c) x2+y2+x+2y+5/4 = 0

R. a) Si; b) No; c) un punto.
8.- Calcula la ecuación de las circunferencias  conocidos el centro y un punto:

a) C (0, 0)   y   P (-3, 2)

b) C ( 1, 4)  y   P (-6, -1)

c) C ( 1, 1)  y   P ( 0, 0)

R. a) x2+y2-13 = 0

b) x2+y2-2x-8y-57 = 0

c)x2+y2-2x-2y = 0
(Recuerda que:

El punto medio del segmento de extremos A(a1,a2) y B(b1,b2) viene dado por:
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( Resuelve tu mismo

9.- Halla las ecuaciones de las circunferencias de diámetro:

a) A (0, 0)  y  B (2, 3)

b) A ( 2, 3 )  y  B (- 5, 2)

R. a) x2 + y2 – 2x – 3y = 0

b) x2 + y2 +3x – 5y – 4 = 0
Ejemplo: La ecuación x2 + y2 + 3x – 5y – 4 = 0 ¿corresponde a una circunferencia?.


Evaluemos el signo de A2 + B2 – 4C.

(A = 3      B = - 5      y     C = - 4 , entonces 32 + (- 5)2 – 4(- 4) > 0, podemos concluir que es la ecuación de una circunferencia.

Ejemplo: Halla el centro y el radio de la circunferencia:

x2 + y2 – 8x + 2y + 13 = 0

(Centro ( 8/2, -2/2) = ( 4, - 1)

(Radio: 
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Determinación de la ecuación de una circunferencia

a) conocido el centro y el radio

Se escribe directamente la ecuación reducida.

Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia de centro (1, - 2) y radio 2.

( (x – 1)2 + (y + 2) 2 = 22, desarrollando: x2 + y2 – 2x + 4y + 1 = 0

b) conocido el centro y un punto 

Se calcula el radio y se escribe la ecuación:

Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia de centro (2, - 1) y pasa por el punto (2, 4).

(Radio:  r2 = (2 – 2) 2 + (4 + 1) 2      

(Ecuación: (x – 2) 2 + (y + 1) 2 = 25

c) conocido un diámetro

Se calcula el punto medio del segmento, que será el centro de la circunferencia y posteriormente el radio, como en el apartado anterior:

Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que tiene un diámetro de extremos A(1, 3) y B(-1, 1).

(Centro: 
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(Radio: r 2 = (1 – 0) 2 + (3 – 2 ) 2   

( Ecuación: (x – 0)2 + (y – 2) 2 = 2

(Recuerda que:

La distancia del punto P (a,b) a la recta Ax+By+C = 0, viene dada por la expresión:
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( Resuelve tu mismo

10.- Halla las circunferencias conocidos su centro y una recta tangente:

a) C ( 3, 2 )   r: 3x+4y = - 2

b) C ( 2, 4 )   r: 2x – 3y + 9 = 0

R. a) x2+y2-6x-4y-1,44 = 0

b)x2+y2-4x-8y+4 = 0
11.- Halla las circunferencias que pasan por los puntos:

a) A (6, 0)  B (0, - 6 )  y  C (0, 0)

b) A (1, 0)  B (3, -2 )  y  C (1, -4)

c) A (0, 0)  B (3, 2 )  y  C (- 2, 5)

R. a) x2+y2-6x+6y = 0

b) x2+y2-2x+4y+1 = 0

c)19x2+19y2-7x-113y = 0

(Recuerda que:

La mediatriz del segmento de extremos A (a1,a2)  y B (b1,b2) viene dada por:
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( Resuelve tu mismo

12.- Halla la mediatriz del segmento de extremos: A  (1, 1)  y  B (- 1, 3).

R. 4x – 4y + 8 = 0

13.- Halla la circunferencia conocidos dos puntos y una recta que pasa por el centro:

a) A (4, -1)    B (-1,-2)   r: x + y = 2

b) A (0,1)   B (4, 3)   r: x + 2y = 0

c) A (2, 1)  B (-2, 3)   r: x + y = - 4

R. a) x2+y2-2x-2y-11 = 0

b) x2+y2-8x+4y-5 = 0

c)x2+y2+4x+4y-17 = 0

d) conocido el centro y una recta tangente

La distancia del centro a la recta tangente es el radio.

Ejemplo: Halla la circunferencia de centro (2, - 3) y que tiene como recta tangente 4y + 3x – 4 = 0.

(Distancia del centro a la recta: 
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(Ecuación: 

(x – 2)2 + (y + 3)2 = 4

e) conocidos tres puntos

Escribimos la ecuación de la circunferencia en su forma desarollada, que viene dada en función  de A, B y C. Sustituyendo en esta ecuación los puntos de paso, se obtiene un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, que se resolverá.

Ejemplo: Halla la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 0); B(- 3, 0) y C (2, -1).

( La circunferencia pasa por (0,0) (  02 +02 + A·0 + B·0 + C = 0

( La circunferencia pasa por (-3, 0) ( (-3) 2+02+A(- 3)+B·0+C = 0

( La circunferencia pasa por (2, - 1) (22 + (-1) 2+A·2+B(-1) +C=0

Resolviendo el sistema obtenemos: A = 3      B = 11     y     C = 0, 

La ecuación de la circunferencia es:

x2 + y2 + 3x + 11 y = 0.

f) conocidos dos puntos y una recta que pasa por el centro

Cualquier mediatriz del segmento determinado por dos puntos de una circunferencia pasa por el centro. Aprovechando esta propiedad, podemos hallar dicha mediatriz y hallar el punto de corte con la recta dada. Este punto es el centro. El radio se calcula según se vió en los apartados b) y c).

Ejemplo: Halla la circunferencia que pasa por los puntos A(1, - 2) y B(0,2), y tal que la recta x + y – 1 = 0 pasa por su centro.

(Ecuación de la mediatriz:
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desarrollando obtenemos: 2x + 8y + 1 = 0

(Punto de corte de la mediatriz y de la recta dada (centro): 
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     C ( 3/2, -1/2)

(Radio: d (C, A) = 
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(Ecuación de la circunferencia:  (x-3/2)2 + (y+1/2)2 = 5/2

( Resuelve tu mismo

14.- Determina la posición relativa de los puntos indicados, respecto de la circunferencia de ecuación: x2 + y2 + 4x + 3y = 9

a) P ( 1, 1 )

b) P ( 0, 1 )

c) P ( 4, 3 )

R. a)  de la circunferencia; b) interior; c) exterior.

Recta exterior



Recta tangente



Recta secante


Posición relativa de un punto respecto de una circunferencia


La circunferencia divide al plano en dos regiones. Una de ellas es convexa y acotada y la otra no. La primera es interior a la circunferencia y la segunda exterior. El borde o frontera común a ambas regiones es la circunferencia. Podemos abordar este problema desde dos puntos de vista:

1er. Método 

El punto P(xo, yo) será 
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2º método

El punto P(xo, yo) será: 
[image: image25.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

+

>

+

+

+

+

<

+

+

+

+

0

C

o

By

o

Ax

2

o

y

2

o

  x

si

  

ncia

circunfere

 

la

 

De

0

C

o

By

o

Ax

2

o

y

2

o

 x

si

 

Exterior

0

C

 

 

o

By

o

Ax

2

o

y

2

o

 x

si

 

Interior


Ejemplo: Hallar la posición relativa de los puntos A(0,2); B(0,-1) y D(1,-1).respecto a la circunferencia: x2 + y2 – 4x + 2y +1 = 0

Centro: ( 2, - 1)      y     radio:  2

(1er. Método: 

· Posición de A ( d(C,A) = 
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· Posición de B( d(C,B) = 
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· Posición de D( d(C,D) = 
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(2º. Método:

· Posición de A ( 02 + 22 - 4·0 + 2·2 + 1 > 0  es exterior

· Posición de B ( 02 + (-1)2 - 4·0 + 2·(-1) + 1 = 0  es de la circunferencia

· Posición de C ( 12 + (-1)2 - 4·1 + 2·(-1) + 1 < 0  es interior

Posición relativa de una circunferencia y una recta


Una recta  r: ax + by + c = 0 puede ser secante, tangente o exterior a una circunferencia c: x2 + y2 + Ax + By + C = 0 según las soluciones del sistema: 
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Si el sistema tiene dos soluciones, la recta será secante y estas soluciones serán los puntos de corte.


Si el sistema tiene una solución, la recta será tangente, siendo la solución el punto de tangencia.

( Resuelve tu mismo

15.- Estudia la posición relativa de la recta r: 2x – y + 3 = 0, respecto de la circunferencia x2 + y2 - 2y = 1

R. Secante.

16.- Estudia la posición de la recta   r: 2x – 3y = - 1 respecto de la circunferencia: x2 + y2 – 4x + y = -1

R. Tangente.

17.- Estudia la posición de la recta r: y = 7, respecto de la circunferencia: x2 + y2 = 1.

R. Exterior.

Punto de la circunferencia



                Pt    

Punto exterior a la circunferencia.

                                     P



           Pt1
                                      Pt2
Si el sistema no tiene solución, la recta será exterior.

Ejemplo: Halla la posición relativa de la recta  r: x + y = 0 respecto a la circunferencia x2 + y2 = 2.

(Resolvemos el sistema: [image: image30.wmf]ï
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  que tiene dos soluciones, (1,-1) y (-1, 1)  luego la recta es secante a la circunferencia.

Desde otro punto de vista, podemos resolver esta cuestión observando si la distancia del centro a la recta es mayor, menor o igual al radio. En estos casos será respectivamente exterior, secante o tangente.

Ejemplo: Halla la posición relativa de la recta  r: 2x – 3y + 5 = 0 con respecto a la circunferencia:  x2 + y2 – 4x + 6y – 12 = 0.

(Centro: (2,-3)     radio: r = 5   (
[image: image31.wmf]Secante

r

C

d

®

<

=

+

+

-

-

=

5

13

18

3

2

5

)

3

(

3

)

2

(

2

)

,

(

2

2


Cálculo de la recta tangente a una circunferencia 

Primer método:


Sea  x2 + y2 + Ax + By + C = 0 la ecuación de una circunferencia e  y – b = m (x – a) la ecuación de una recta que pasa por el punto P (a, b), estas  dos figuras serán tangentes si el sistema formado por ambas ecuaciones tiene una sola solución.


Para hallar la ecuación de la recta tangente, despejamos “y” en la ecuación de la recta y sustituimos en la ecuación de la circunferencia, obteniéndo una ecuación de segundo grado en “x”. Como la recta debe ser tangente, el discriminante de esta ecuación es nulo, obteniéndose de esta forma el valor de “m”. 

Si obtenemos un sólo valor para “m” el punto es de la circunferencia y si obtenemos dos valores de “m”, el punto es exterior y hay dos rectas tangentes. 

Ejercicio:  halla la ecuación de la recta tangente a la circunferencia x2+y2 – 1 = 0, trazada desde el punto (4, 0)

(Haz de rectas  de vértice (4, 0):  y – 0 = m (x – 4) ( y = mx – 4m

(Sistema de ecuaciónes 
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(Sustituyendo en la segunda ecuación: x2 +(mx+4m)2 – 1 = 0, agrupando términos obtenemos: (m2+1)x2 + 8mx +16m2 – 1 = 0, hacemos el discriminante cero y tenemos: (8m) 2 – 4(m2+1)(16m2-1) = 0, de aquí obtenemos los valores de “m”:  m = 
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( Resuelve tu mismo

18.- Halla la recta tangente a la circunferencia: x2 + y2 – 4x + y = -1 en el punto P (1, 1).

R. 2x – 3y + 1 = 0.

19.- Calcula las  rectas tangentes a la circunferencia: x2 + y2 = 20 trazadas desde el punto P ( 6, 2 ). Calcula además los puntos de tangencia.

R. x + 2y=10; 2x – y = 10. P1(2,4) y P2(4, -2).

20.- Halla el valor de “b” para que la recta r: y = 2x + b, sea tangente a la circunferencia: x2 + y2 – 2x = 4.

R. b = 3  y  b = - 7.

21.- Calcula las rectas tangentes a la circunferencia: x2 + y2 + 2x = 4 que sean paralelas a la recta de ecuación  r: y = 2x.

R. y = 2x + 7   e   y = 2x - 3

(Ecuación de las tangentes:  y = 
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Segundo método:


Se obtiene la tangente, sabiendo que la distancia del centro a la recta es el radio.

Posición relativa de dos circunferencias


Dos circunferencias pueden presentar las siguientes posiciones relativas:

Exteriores: si no tienen ningún punto común y la distancia entre sus centros es mayor que la suma de sus radios.

( 
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Ejemplo: Posición relativa de las circun-

ferencias: x2 + y2 = 1  y   x2 + y2 –6x + 4y + 11 = 0.

(Hallamos en primer lugar los centros y su distancia:

Centro de C1: (0, 0)      Centro de C2: (3, -2)    Distancia: 
[image: image36.wmf]13


(Hallamos los radios y su suma:

Radio de C1 = 1     Radio de C2 = 
[image: image37.wmf]2

       Suma r1 + r2 = 1 + 
[image: image38.wmf]2


(Las circunferencias son exteriores ya que  
[image: image39.wmf]13

 > 1 + 
[image: image40.wmf]2

.

Secantes: si tienen dos puntos en común, siendo la distancia entre sus centros menor que la suma de sus radios.
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   Ejemplo. Halla la posición relativa de

Las circunferencias : x2 + y2 = 1   y   x2 + y2 –2x – 2y – 7 = 0

(Halla mos en primer lugar los centros y su distancia:

Centro C1 (0, 0)        Centro de C2 (1, 1)      Distancia: 
[image: image42.wmf]2


(Hallamos los radios y su suma:

Radio de C1 = 1     Radio de C2 = 3       Suma r1 + r2 = 3

(Las circunferencias son secantes ya que    1 < 3    

Tangentes exteriores: tienen un punto en común y la distancia entre los centros es igual a la suma de los radios.

( 
[image: image43.wmf]'

)

'

,

(

r

r

C

C

d

+

=

                                                        C’

                                                                  C

Ejemplo: Estudia la posición rela-

tiva de las circunferencias de ecua-

ciones: x2 + y2 = 1   y  (x - 3)2 + (y - 4)2 = 16

(Hallamos los centros de las circunferencias y su distancia:

Centro de C1 (0, 0)    Centro de C2 (3, 4)   Distancia: 5

(Hallamos los radios y su suma:

Radio de C1 = 1    Radio de C2 = 4      Suma r1 + r2 = 5

(Las circunferencias son tangentes exteriores.

Tangentes interiores: son circunferencias que tienen un punto en común y la distancia entre los centros es igual a la diferencia de los radios.
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Interiores: son circunferencias que no tienen puntos comunes y la distancia entre los centros es menor que la diferencia de los radios.



Concéntricas: son circunferencias interiores que tienen el mismo centro.
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